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678INTRODUZIONE
Il sistema finanziario moderno è il risultato di un processo di stratificazione e di innovazione parallelo a 
quello compiuto dal sistema economico; in un’economia di scambi, la sua funzione fondamentale è superare 
l’asincronia tra i pagamenti e gli incassi. Per assolvere questa compito (definito allocazione delle risorse), il 
suo primo obbiettivo è permettere l’incontro tra le unità in surplus, tipicamente le famiglie, che possono 
quindi  investire  i  loro  risparmi  e  le  unità  in  deficit,  tipicamente  le  imprese,  che  hanno  bisogno  di 
finanziamenti per portare avanti la loro attività.  
Ad ogni attività economica umana è connesso un certo grado di insicurezza, il sistema finanziario si trova, in 
primo  luogo,  a  dover  fronteggiare  il  rischio  legato  alla  dimensione  intertemporale  dei  fenomeni  di  sua 
competenza. 
Il sistema finanziario si caratterizza per il fatto di essere un insieme di norme, ovvero il complesso di regole 
che delimitano il comportamento degli operatori,  di intermediari, ovvero gli operatori che si frappongono 
tra unità in surplus e unità in deficit, di attività finanziarie, ovvero gli strumenti che incorporano i rapporti 
di finanziamento tra gli operatori e di mercati, ovvero i luoghi in cui si incrociano domanda e offerta di 
ciascuna attività finanziaria. 
Il nostro lavoro si concentra sugli intermediari finanziari, in particolar modo su quello più importante, la 
banca e sui rischi che contraddistinguono la sua attività. 
La gestione del rischio è insita nel DNA della banca da quando i primi banchieri medioevali iniziarono a 
fornire  i  capitali  necessari  per  le  imprese  commerciali  dei  mercanti  italiani  del  XII  secolo  o  quando 
finanziarono le casse stremate dei reali francesi e inglesi. 
Nel corso dell’Ottocento, la nascita delle società di capitali permise che gli investitori, anche di somme non 
ingenti,  partecipassero  a  grandi  imprese  come  la  conquista  dell’Ovest  negli  Stati  Uniti  d’America  o  la 
costruzione di ferrovie nell’Europa continentale. E fu la banca a ergersi come mediatore tra le esigenze degli 
investitori  e  le  necessità  delle  compagnie.  Il  XX  secolo  è  stato  segnato  dalla  diffusione  in  una  fetta 
larghissima della popolazione occidentale di strumenti d’investimento quali le obbligazioni, le azioni e più 
avanti  i  prodotti  derivati.  Anche  in  questo  caso,  è  stata  la  banca  il  “luogo”  più  indicato  nel  quale  gli 
investitori hanno inseguito le loro “folli corse al’oro” o i loro oculati collocamenti. 
9 Proprio l’enorme espansione dei volumi d’affari delle borse e le drammatiche crisi seguite allo scoppio di 
bolle speculative (quella del 1929 innanzitutto, ma anche quelle degli anni ‘80 del 2000 per arrivare a quella 
del  2007),  hanno  mostrato  l’importanza,  sentita  anche  dalle  autorità  di  vigilanza,  di  conoscere  e  di 
controllare i rischi derivanti dagli altalenanti movimenti dei corsi azionari: i rischi di mercato. 
E ancora una volta, si chiede alle banche, per il loro ruolo centrale nel sistema economico e finanziario, di 
disporre di tutti gli strumenti utili a prevedere e limitare i danni connessi a questi rischi. 
Questo lavoro dopo una prima parte teorica dove si cerca di fornire il lessico economico necessario, si 
condensa sulla misura più diffusa tra le banche del rischio di mercato: il VaR. Misura riconosciuta anche 
dagli organi di vigilanza del sistema bancario negli accordi che hanno rappresentato il tentativo di offrire una 
normativa uniforme al sistema di intermediazione internazione (Accordi di Basilea).
Il secondo si concentra sugli aspetti prettamente statistici del Value at Risk, proponendo un metodo di stima 
semplice che possa essere adottato da tutti gli operatori ma che al contempo dia risultati soddisfacenti. 
Infine  nel  terzo  capitolo  si  fornisce  un’analisi  empirica  atta  a  testare  la  bontà  o  meno  del  metodo 
precedentemente proposto. Lo sforzo maggiore di questa opera è stato proprio tradurre nella pratica i modelli 
che da un punto di vista teorico sembravano funzionare splendidamente. Per far ciò ci si è dovuti scontrare 
con i vincoli temporali legati alla numerosità delle operazioni che il calcolatore doveva fare per portare a 
termine i procedimenti.  
Una parte non indifferente dello sforzo richiesto è stata spesa nel tentativo di ridurre queste tempistiche 
attraverso un affascinante gioco di fantasia che, grazie ad “illuminazioni” notturne, speranze presto disilluse 
e vittorie duramente sofferte, ha condotto questo lavoro al compimento. 
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13 14 LE ATTIVITA’ FINANZIARIE 
FUNZIONI 
Definiamo  attività  finanziaria “un  bene  che  esprime  un  rapporto  contrattuale  nel  quale  entrambe  le 
prestazioni delle parti in causa sono denominate in moneta e scadono in tempi diversi”. (Onado M., 2000) 
L’attività finanziaria è lo strumento che permette al sistema finanziario il trasferimento di fondi da coloro 
che hanno disponibilità ad investire a coloro che necessitano di fondi per attività tangibili, inoltre permette la 
ridistribuzione del rischio causato dall’asincronia temporale. 
Le  attività  finanziarie  possono  essere  studiate  a  partire  da  due  gruppi  di  caratteristiche  che  le 
contraddistinguono e che sono tra loro legate logicamente: quelle formali e quelle economiche. 
CARATTERISTICHE FORMALI 
- Rapporto contrattuale sottostante 
I contratti finanziari possono essere ricondotti a quattro categorie di base: contratto di 
debito, contratto di partecipazione, contratto assicurativo, contratto derivato. A ciascuna 
categoria di base si lega un particolare tipo di prodotto finanziaria. 
a. Nel  contratto  di  debito  una  parte  trasferisce  potere  d’acquisto  ad  una 
controparte che contestualmente si impegna a restituire a una o più date future 
il  capitale  maggiorato  degli  interessi,  che  rappresentano  il  compenso 
riconosciuto al creditore. La promessa di restituzione a scadenza del capitale e 
degli  interessi  è  incondizionata.  Il  prodotto  finanziario  collegato  a  questo 
contratto è il titolo di debito o obbligazione.
b. Nel contratto di partecipazione il sottoscrittore trasferisce potere d’acquisto 
ad  un’impresa  e  contestualmente  acquisisce  diritti  patrimoniali  e  diritti 
amministrativi ovvero acquista il diritto a partecipare agli utili (incerti) creati 
dall’impresa e a partecipare alla gestione dell’impresa.  I prodotti finanziari 
basati su questo contratto sono i titoli di capitale o le azioni che rappresentano 
quote di capitale di rischio di un’azienda.  
15 c. Nel  contratto  assicurativo  l’assicurato  trasferisce  all’assicuratore  l’onere 
economico di un evento futuro incerto dietro il pagamento di un compenso, 
detto  premio  assicurativo.  Contestualmente  l’assicuratore  si  impegna  a 
ricostituire  la  ricchezza  e  la  capacità  di  consumo  dell’assicurato,  qualora 
l’evento temuto si verifichi. 
d. Il contratto derivato incorpora la promessa di eseguire una prestazione basata 
sull’andamento del prezzo di una o più attività detta sottostante. L’esecuzione 
della prestazione deve o può essere effettuata ad una certa o entro una certa 
data futura. Su questo contratto si basano i prodotti finanziari derivati.
- Natura dell’emittente
Qualifica  il  tipo  di  debitore  e  quindi  fornisce  una  prima  indicazione  sul  rischio  di 
rimborso. All’interno di un paese le passività del Tesoro nei confronti dei cittadini sono 
considerate a rischio nullo: per tute le altre passività esiste invece un rischio non nullo, 
variabile a seconda delle caratteristiche attuale e prospettiche del debitore. 
- Valuta di denominazione 
E’ la moneta in cui è espresso il rapporto di credito. 
- Tasso di interesse
Le condizioni contrattuali definiscono il prezzo che il debitore deve pagare nei contratti 
di indebitamento. 
- Scadenza o durata contrattuale 
E’  la  durata  formale  prevista  dal  contratto  e  può  essere  indeterminata  oppure 
determinata. Il primo è il caso delle attività finanziarie cosiddette a vista, come i depositi 
in conto corrente, le aperture di credito in conto corrente e simili. Il secondo è il caso 
delle attività finanziarie in cui è prevista una scadenza precisa che può essere breve, 
media o lunga. 
16 - Negoziabilità
Alcune attività finanziarie sono scambiate su mercati organizzati come ad esempio la 
borsa valori la cui funzione è quella di facilitare l’emissione e la successiva circolazione 
dei titoli azionari e obbligazionari. 
- Trattamento fiscale
E’ una componente fondamentale del reddito netto per l’investitore e può variare in 
relazione al tipo di attività. 
CARATTERISTICHE ECONOMICHE 
- Rendimento
Un’attività finanziaria è detenuta in funzione del reddito che può dare. Il rendimento è 
definito come il tasso che eguaglia il valore attuale delle entrate future con il valore 
attuale delle somme pagate. 
- Rischio
La definizione stessa di attività finanziaria ci dice che l’essenza del rapporto fra debitore 
e  creditore  è  lo  scambio  fra  una  prestazione  certa  (quella  che  viene  oggi)  e  una 
prestazione incerta (quella che avviene in futuro). Definiamo il rischio di un’attività 
finanziaria la probabilità che i rendimenti effettivi differiscano da quelli attesi. 
17 IL RENDIMENTO 
La formula del montante nota in matematica finanziaria (nel regime dell’interesse composto) esprime il 
rendimento di un titolo in termini generali e può essere considerata sia ex ante (rendimento atteso) sia ex 
post:
ܸ଴ሺͳ ൅ ݅ሻ௡ ൌ ܸ ௡
co
଴ = valore al tempo 0, 
n
ܸ
= tasso d’interesse,  ݅
 = durata in anni,  ݊
ܸ ௡ = valore al tempo n.
Nel  primo  caso,  le  entrate  che  vengono  scontate  sono  soggette  ad  incertezza:  il  risultato  è  quindi  un 
rendimento atteso, cioè l’elemento più importante per valutare il comportamento degli operatori economici e 
le motivazioni sottostanti. 
Se nelle relazioni precedenti consideriamo come dato il tasso di interesse ex ante, ܸ଴ acquista il significato 
del  valore  che  il  mercato  attribuisce  ad  una  determinata  attività  finanziaria.  ܸ଴  sarà  cioè  il  prezzo  di 
equilibrio di quell’attività finanziaria, al tasso che il mercato esprime in quel momento. Avremo cioè che il 
rendimento atteso del titolo ݅ sarà: 
ܧሺܴ௜ሻ ൌ ܴ ത௜ ൌ ෍݌௜௝ܴ௜௝
௝
Dove ݌௜௝ rappresenta la probabilità che il titolo ݅ ottenga il rendimento ܴ௜௝ relativo allo stato del mondo 
݆ܿ݋݊݆ ൌ ͳǡʹǡǥǡ݊Ǥ  Quindi il rendimento atteso di un titolo è la media ponderata dei rendimenti di ciascun 
stato del mondo possibile con pesi corrispondenti alle relative probabilità. 
Se considerata ex post, ܸ଴ e ܸ ௡ rappresentano i prezzi di acquisto e di vendita (rimborsata dal titolo) e la 
relazione esprime il rendimento di periodo, cioè il risultato in termini percentuali ottenuto dall’investimento 
su un dato orizzonte temporale. In entrambi i casi, il tasso ottenuto dalla formula costituisce il tasso interno 
di rendimento dell’investimento (TIR). 
18 La determinazione del valore del titolo è un caso particolare di determinazione del valore delle attività 
finanziarie. Il rendimento di un titolo può essere scomposto in tre parti: 
- Le somme periodiche (cedole) corrisposte C (che sono commisurate al tasso di interesse 
nominale); 
- La differenza tra il prezzo di acquisto e di vendita cioè fra ܸ଴ e ܸ ௡;
- Il reddito derivante dagli interessi corrisposti sugli interessi reinvestiti, ciò significa che 
il rendimento assume implicitamente che le somme incassate per la prima componente 
possano essere reinvestite ad un tasso pari ad ݅.
IL RISCHIO 
Possiamo identificare almeno quattro configurazioni di rischio per il possessore di un’attività finanziaria: 
- Rischio di credito: collegato al mancato pagamento dell’interesse e/o del capitale, è il 
rischio caratteristico di ogni operazione creditizia e dipende in primo luogo dalla natura 
dell’emittente. I debiti dello stato e della banca centrale nei confronti dei residenti di un 
paese hanno rischio nullo. In tutti gli altri casi, il rischio di inadempienza assume valori 
più elevati. 
- Rischio monetario: collegato alla perdita del potere di acquisto della moneta durante 
l’operazione di credito questo perché salvo i casi di indicizzazione, le attività finanziarie 
esprimono un rapporto di credito in termini nominali. 
- Rischio  di  mercato:  collegato  all’eventualità  di  vendere  un’attività  finanziaria  ad  un 
prezzo inferiore a quello d’acquisto. Ciò può derivare da dimensioni limitate del mercato 
(rischio di liquidità) o da variazione dei tassi di interesse (rischio di interesse). Quanto 
più un’attività è liquida, tanto minori saranno questi rischi. 
19 Per tutte queste ragioni è evidente che la misura del rischio complessivo assume valore cruciale nella scelta 
di investimento. Logicamente, una possibile misura del rischio è data dalla variabilità dei rendimenti attesi, 
quindi dalla dispersione intorno al rendimento medio atteso dei rendimenti attesi. Così il rischio dell’attività ݅
viene calcolato come: 
ߪ௜
ଶ ൌ ෍݌௜௝൫ܴ௜௝ െ ܴ ത௜൯
௝
ଶ
dove ݆ ൌ ͳǡʹǡǥǡ݊ sono tutti i possibili stati del mondo. 
20 L’INTERMEDIAZIONE FINANZIARIA
GLI INTERMERDIARI FINANZIARI 
Gli intermediari finanziari poiché si interpongono sistematicamente tra le unità in surplus e le unità in 
deficit  presentano  bilanci  in  cui  le  attività  e  passività  finanziarie  rappresentano  una  componente 
fondamentale,  i loro costi e i loro ricavi derivano dalla produzione e dallo scambio di attività finanziarie e 
sono quindi rappresentati nel conto economico da interessi e commissioni (attivi e passivi) e infine, sono 
soggetti nello svolgere la loro funzione ad una serie di rischi specifici delle attività finanziarie. 
Le banche e gli intermediari che raccolgono denaro tra il pubblico con  strumenti diversi dai depositi sono 
chiamati intermediari in senso stretto.
Gli intermediari mobiliari sono quelli che offrono tutti i servizi dell’intermediazione mobiliare diversi da 
quelli offerti dagli intermediari in senso stretto e per questo le funzioni dei due gruppi sono strettamente 
complementari. Operatori fondamentali sono i broker e i dealer. 
Gli investitori istituzionali sono accomunati dall’obbiettivo di investire un fondo riferibile a soggetti terzi: il 
patrimonio  raccolto  dagli  investitori  nel  caso  dei  fondi  comuni,  le  riserve  matematiche  delle  società  di 
assicurazione. 
E’ necessario capire perché le risorse anziché essere canalizzate direttamente attraverso i mercati vengono 
filtrate dall’intermediazione finanziaria. Vi sono motivazioni molteplici che giustificano l’esistenza degli 
intermediari. Innanzitutto la loro presenza permette di conciliare le preferenze di portafoglio dei settori in 
avanzo con quelle dei settori in disavanzo. Se da una parte le unità in surplus prediligono tendenzialmente 
attività a breve termine e a basso rischio, dall’altra le unità in deficit necessitano di attività a scadenza più 
lunga e che comportino rischi più elevati. Gli intermediari attuano una funzione di trasformazione delle 
scadenze  e dei rischi beneficiando del guadagno derivante dalla differenza tra i tassi delle due categorie di 
attività.  Ma  per  fare  ciò    gli  intermediari  devono  emettere  delle  passività  che  siano  migliori  di  quelle 
potenzialmente  emesse  dalle  unità  in  deficit.  Gli  intermediari  raggiungono  questo  obbiettivo  offrendo 
prodotti  che  minimizzano  i  costi  di  transizione  legati  alla  ricerca  della  controparte,  alla  produzione  del 
contratto,  alla  valutazione  dell’attività  finanziaria  all’inizio  del  contratto  (“screening”)  e  i  costi  di 
monitoraggio durante la vita dello stesso (“monitoring”). In quest’ottica, ad esempio, i depositi vengono 
21 domandati  dalla  unità  in  surplus  perché  consentono  di  avere  un  portafoglio  caratterizzato  da  elevata 
divisibilità e un basso costo di controllo del rischio.  
Gli intermediari riescono a fare ciò innanzitutto perché  dispongono di diverse caratteristiche operative che i 
singoli operatori raramente possono avere come capacità e conoscenze tecniche, possibilità di diversificare e 
frazionare  i  rischi.  Infine  gli  intermediari  possono  sfruttare  le  economie  di  scala  che  esistono  nella 
produzione di attività finanziarie.  
Un’altra  motivazione  coinvolge  la  capacità  degli  intermediari  di  ridurre  la  naturale  asimmetria  nella 
distribuzione di informazioni tra creditori e debitori. L’intermediario si pone come creditore dell’operatore in 
deficit e come debitore dell’operatore in surplus forte della possibilità di accedere a informazioni riservate 
sia nell’operazione di “screening” sia in quella di “monitoring”.
I RISCHI DELL’INTERMEDIAZIONE FINANZIARIA 
Il rischio è insito in ogni forma di attività economica. Come abbiamo già detto, in campo finanziario esso 
assume un rilievo particolare perché l’oggetto stesso della produzione è rappresentato da attività e passività 
finanziarie,  che,  essendo  proiettate  nel  futuro,  presentano  intrinsecamente  tutte  le  tipologie  di  rischio 
collegate all’incertezza. Possiamo tracciare cinque tipologie fondamentali di rischio che ogni intermediario 
deve sopportare: 
- Rischio  operativo,  o  d’impresa,  collegato  al  fatto  che  i  ricavi  possono  risultare 
stabilmente  insufficienti  a  coprire  i  costi  e  a  fornire  un’adeguata  remunerazione  del 
capitale proprio. Tale rischio è strettamente legato allo svolgimento di qualsiasi attività 
imprenditoriale. 
- Rischio  di  credito,  collegato  alla  mancata  prestazione  di  un  soggetto  impegnato  nei 
confronti della banca. 
- Rischio di controparte collegato all’adempimento della controparte nelle operazioni di 
pagamento e di regolamento di titoli. 
- Rischio  di  liquidità,  collegato  all’equilibrio  fra  entrate  e  uscite  finanziarie  di  un 
intermediario. 
- Rischio di mercato, collegato a variazioni nelle attività e passività finanziarie della banca 
per effetto di mutamenti delle condizioni di mercato. 
22 L’EFFETTO DEI RISCHI SUL BILANCIO DELLA BANCA 
Da un punto di vista economico, la banca è caratterizzata dal fatto che i suoi debiti a vista sono accettati 
come  mezzo di pagamento su base fiduciaria. Le caratteristiche essenziali  dell’intermediazione bancaria 
trovano un particolare riscontro nelle principali voci che compongono il bilancio della banca. 
-  La composizione dell’attivo. Gli impieghi cioè i finanziamenti alle unità in deficit e alle 
famiglie rappresentano la metà del totale e si distribuiscono in parti quasi uguali tra 
prestiti  a  breve  e  a  medio-lungo  termine.  Per  contro,  i  titoli  rappresentano  una 
componente relativamente più esigua 
- Riserve.  Nelle  componenti  libere  e  obbligatorie  scandiscono  il  processo  di 
moltiplicazione strettamente connesso al regime di “fractional reserve banking”
1. Le 
riserve in base  monetaria disponibile sono una frazione dei depositi che la banca si 
impegna a trasformare in moneta legale, allo scopo di attribuire alle sue passività la 
funzione di mezzo di pagamento su base fiduciaria. Ciò comporta per la banca un rischio 
di liquidità che dipende dal fatto che i prestiti, componente principale dell’attivo, sono 
essenzialmente illiquidi.  
- La composizione del passivo. I depositi, cioè la raccolta, prevalentemente dalle unità in 
surplus, rappresentano una quota elevata, ma non la maggioranza assoluta del passivo. 
Le obbligazioni sono infatti una quota significativa. 
Dal punto di vista strettamente economico, tutte le voci del bilancio di un operatore dovrebbero essere 
valutate  sulla  base  del  valore  attuale  dei  flussi  di  cassa  attesi.  Il  valore  economico  di  tutte  le  attività 
(finanziarie e reali) e di tutte le passività varia continuamente e il capitale netto, variando, segnale l’impatto 
finale  sul  bilancio  dell’operatore.  In  termini  contabili,  questa  prassi  è  chiamata    mark-to-market  ed  è 
                                                     
1 Per “Fractional reserve banking” si intende la pratica bancaria di tenere solo una frazione dei depositi in riserve 
impiegando in attività meno liquide tutto il rimante senza però venir meno all’impegno di restituire immediatamente 
tutti i depositi, quando questo viene domandato. Per sua natura, questa pratica permette di espandere la base monetaria e 
quindi la possibilità di erogare crediti. 
23 possibile  se  esistono  mercati  sufficientemente  ampi  per  ciascuna  delle  attività  e  delle  passività  che 
compongono  il  bilancio.  Abbiamo  così  un  primo  limite  fondamentale  alla  valutazione  strettamente 
economica. Inoltre vi sono altri limiti che derivano da criteri generali e dalle norme in materia di bilancio. 
Per esempio, il principio di prudenza vieta di modificare il valore dei debiti in relazione alle condizioni 
generali di mercato e delle quotazioni relative. Per quanto riguarda le attività finanziarie, norme specifiche 
possono prevedere la possibilità di adottare la valutazione al costo storico. Ancora, la valutazione dei crediti 
nel bilancio della banca deve essere fatta in base alla norma civilistica generale, al “valore di presunto 
realizzo”  e  quindi  con  deduzione  diretta  delle  singole  posizioni  per  il  rischio  specifico  percepito  e  con 
accantonamenti a fondo rischi per la componente inattesa. 
Da  ciò  è  evidente  che  i  vari  rischi  si  riflettono  sul  patrimonio  o  direttamente  o  passando  attraverso  la 
riduzione dell’utile di bilancio. E’ allora chiaro perché il patrimonio rappresenti un autentico “cuscinetto” 
rispetto al verificarsi dei rischi. 
La regola economica fondamentale è che un’impresa per poter continuare ad esistere deve avere patrimonio 
netto maggiore di zero, cioè deve essere in condizioni di solvibilità. 
L’adeguatezza del capitale rispetto ai rischi sopportati è dunque la difesa fondamentale rispetto al rischio di 
solvibilità.  Il  capitale  proprio  risulta  adeguato  quando  riduce  la  probabilità  di  insolvenza  futura  di 
un’istituzione ad un livello minimo predeterminato. 
Proprio perché è sul patrimonio che alla fine si scaricano tutti i rischi della banca si sono diffuse tecniche di 
misurazione della relazione esistente tra singoli rischi e il patrimonio stesso. La necessità di misurare la 
probabilità  di  una  riduzione  del  valore  di  patrimonio,  ha  portato  allo  sviluppo  di  modelli  tra  i  quali  si 
distingue quello di nostro interesse: il VaR (Value at Risk).
24 IL PORTAFOGLIO TITOLI DELLA BANCA 
Nella gestione finanziaria della banca un ruolo importante è svolto dal portafoglio titoli di proprietà. Ci sono 
diverse ragioni che portano la banca ad investire in titoli: da una parte legate alla diversa dinamica dei fondi 
raccolti presso la clientela e di quelli erogati con le operazioni di credito, dall’altre legate al raggiungimento 
di obbiettivi di rendimento e di rischio dell’intero portafoglio di attività e passività. 
Nel primo insieme di ragioni, le decisioni di investimento sono subordinate alla diversa dinamica dei fondi 
raccolti  rispetto  al  credito  erogato  alla  clientela.  La  banca  decide  di  investire  in  titoli  solo  dopo  aver 
soddisfatto gli obblighi di riserva, aver costituito le proprie scorte di liquidità e aver deciso l’ammontare di 
credito da erogare. Nella fasi di rallentamento del ciclo economico, in cui la domanda di credito e i tassi di 
interesse sono contenuti, il portafoglio titoli tende ad aumentare; al contrario nella fasi di forte crescita, 
quando sia la domanda di credito sia i tassi di interesse tendono ad essere elevati, la banca può essere 
costretta a vendere i titoli precedentemente acquistati per finanziare la crescita dei prestiti. 
Per quanto riguarda il secondo insieme di ragioni, il portafoglio titoli permette di mantenere la posizione 
desiderata di liquidità poiché composto da attività facilmente liquidabili. Allo stesso modo, considerazioni 
riguardanti  l’ammontare  complessivo  del  rischio  del  portafoglio  di  attività  possono  indurre  la  banca  a 
mantenere una parte dei fondi investiti in titoli. Infatti una allocazione dei fondi completamente rivolta al 
portafoglio prestiti, se da un lato permette di massimizzare il rendimento atteso, dall’altra rende massimo 
oltre al rischio di liquidità, anche il rischio di credito, il rischio cioè di non ottenere il rimborso dei fondi 
erogati da parte dei prenditori. La banca può quindi decidere, valutando l’ammontare di rischio che vuole 
sostenere, di allocare solo una parte dei fondi raccolti all’attività di erogazione del credito e di destinare la 
parte rimanente in titoli con minor grado di rischio (titoli pubblici). 
Per la banca si pone il problema di adottare adeguati criteri di selezione delle attività finanziarie da tenere in 
portafoglio, tenendo conto degli effetti che i diversi elementi costitutivi delle attività finanziarie determinano 
sul rispettivo grado di liquidità, rendimento e rischio. Sono questi tre elementi che in genere guidano le scelte 
di composizione dei portafogli. 
25 MISURAZIONE E CONTROLLO DEL RISCHIO DI MERCATO 
Lo sviluppo dell’attività di intermediazione sui mercati dei valori mobiliari, se da un lato ha accresciuto le 
opportunità  operative  e  di  profitto  della  banca,  dall’altro  ha  accresciuto  le  preoccupazioni,  anche  delle 
autorità di vigilanza (di questo ce ne occuperemo nel capitolo successivo), in merito all’entità delle perdite 
che improvvisi cambiamenti nelle condizioni esterne dei mercati finanziari possono generare nel bilancio 
della  banca.  Un  aumento  del  grado  di  incertezza  sull’evoluzione  futura  dei  tassi  e  delle  quotazioni  sui 
mercati aperti ha accresciuto i rischi di perdite inattese derivanti dalla detenzione di posizioni negli strumenti 
negoziati nei mercati delle azioni, delle obbligazioni e dei cambi. Inoltre anche la crescita dell’attività di 
intermediazioni nei mercati degli strumenti derivati ha accresciuto i pericoli poiché tale attività, se da un alto 
ha favorito la possibilità di copertura da alcuni rischi dall’altro ha reso particolarmente agevole l’assunzione 
di posizioni di natura speculativa con la conseguente possibilità di incorrere in perdite di entità piuttosto 
elevata. 
Si pone quindi il problema di valutare l’entità delle perdite che possono essere originate dalle posizioni in 
titoli e in strumenti derivati del portafoglio di negoziazione in conseguenza a mutamenti delle condizioni 
esterne di mercato. 
Ricordiamo che per rischio di mercato si intende generalmente l’ammontare che può essere perduto da una 
posizione in bilancio o in strumenti derivati ogniqualvolta intervengono cambiamenti nelle condizioni di 
mercato.  
Possiamo identificare i principali fattori di tale tipologia di rischio: 
- Tassi di interesse 
La componente di rischio di mercato dovuta ai tassi di interesse origina tutte le volte che 
interviene un cambiamento nel livello corrente della struttura a termine con conseguente 
variazione nel valore delle posizioni sensibili ai tassi d’interesse. 
- Tassi di cambio 
Un’altra fonte di rischio di mercato è rappresentata dai movimenti avversi nei tassi di 
cambio che determinano variazioni nei valori delle posizioni in valuta. 
26 - Quotazioni azionarie 
Una terza componente di rischio di mercato origina dalla detenzione di titoli azionari in 
portafoglio. Tale rischio è in genere rappresentato da una parte di rischio sistematico ed 
una di rischio specifico. La componente sistematica può essere misurata con riferimento 
a specifici fattori di rischio individuati in ciascun mercato azionario su cui la banca 
opera o detiene posizioni rilevanti. 
- Quotazioni delle merci 
Il rischio di mercato origina anche dalle posizioni assunte dagli operatori sui mercati 
delle materie prime, soprattutto attraverso i contratti derivati. 
- Volatilità di tassi e prezzi 
Una componente rilevante del rischio di mercato è quella rappresentata dalle variazioni 
di valore delle posizioni in opzioni a seguito del mutamento della volatilità attesa del 
prezzo dello strumento sottostante, o del tasso d’interesse su cui è basato il contratto. 
REGOLAMENTAZIONE DEGLI INTERMEDIARI FINANZIARI 
Negli ultimi vent’anni la trasformazione più importante avvenuta in campo finanziario e bancario è stata lo 
spostamento da una vigilanza basata essenzialmente su controlli di tipo strutturale ad una basata su controlli 
di  tipo  prudenziale.  Questo  passaggio  è  stato  dettato  sia  dall’esigenza  di  rafforzare  i  presidi  contro 
l’aumento dei rischi generali sia dalla necessità di trovare regole uguali per tutti gli intermediari, tali che non 
riducessero gli stimoli della concorrenza.  
Abbiamo già visto che il patrimonio rappresenta una sorta di “cartina tornasole” dello stato di salute di 
un’istituzione  finanziaria  e  come  sia  chiaro  il  legame  tra  solidità  di  un  istituto  e  suo  patrimonio  non 
impiegato in attività rischiose. D’altro canto è evidente come il livello ottimale di capitale non possa essere 
fissato  una  volta  per  tutte,  indipendentemente  dalle  condizioni  economiche  generali  e  dalle  circostanze 
storiche. Infatti l’importo di capitale richiesto dipende dal livello di rischio di insolvenza bancaria che si 
ritiene tollerabile. A sua volta, questo livello di rischio dipende dalla struttura del portafoglio di attività e 
passività finanziarie detenuto dalla banca. 
27 Per  effetto  degli  accordi  di  Basilea  del  1989,  la  vigilanza  dei  principali  paesi  si  è  orientata  a  valersi 
soprattutto di coefficienti minimi di capitale legati sia alle dimensioni sia alla tipologia del rischio assunto. 
In  particolare,  per  quanto  riguarda  il  rischio  di  credito,  le  banche  devono  costantemente  mantenere  un 
ammontare minimo di patrimonio pari all’8% del complesso delle attività ponderate in relazione ai rischi di 
perdita per inadempimento dei debitori. Il sistema di ponderazione attualmente in vigore è il seguente: 
- 0 per le attività di rischio verso i governi centrali, le banche centrali e l’Unione Europea; 
- 20 % per le attività di rischio verso gli enti del settore pubblico, le banche e le imprese di 
investimento;
- 50 % per i crediti ipotecari e le operazioni di leasing su immobili; 
- 100 % per le attività di rischio verso il settore privato; 
- 200 % per le partecipazioni in imprese non finanziarie con risultati di bilancio negativi 
negli ultimi due esercizi. 
Inoltre, per effetto del già citato sviluppo dell’attività di intermediazione mobiliare è stata stabilita un’altra 
categoria di coefficienti patrimoniali concernenti i rischi di mercato. Questi sono calcolati basandosi sulla 
copertura di una porzione significativa delle perdite che si sarebbero sostenute, durante un periodo di due 
settimane, nel corso dei cinque anni passati. 
A partire dal 1997 si è diffusa la tendenza di giungere alla definizione del rischio di mercato e quindi del 
capitale necessario non basandosi su regole uniforme, e per questo arbitrarie, ma basandosi su modelli di 
controllo interni di ciascuna banca. L’autorità di vigilanza ha quindi il compito di verificare che il modello 
sia concettualmente corretto, applicato con integrità e storicamente accurato nel prevedere le perdite. 
28 LA METODOLOGIA DEL VALORE AL RISCHIO 
La necessità di disporre di sistemi di misurazione e controllo dei rischi derivanti dall’attività di negoziazione 
in valori mobiliari ha portato allo sviluppo della metodologia del valore al rischio (VaR) utilizzata dalle 
singole banche e riconosciuta anche dalle autorità di vigilanza. 
Il VaR consente di stimare sia per una singola posizione sia per l’intero portafoglio di strumenti finanziari, 
l’ammontare  che  con  una  certa  probabilità  può  essere  perduto  nell’arco  di  uno  specifico  orizzonte  di 
investimento.
Ci soffermeremo nel capitolo successivo sugli aspetti tecnico-statistici di questo metodo, per ora ci basti 
sapere che la sua applicazione impone che tutte le posizioni in portafoglio siano valutate secondo criteri 
contabili a valore di mercato. Ciò richiede di valorizzare tutte le posizioni ai prezzi di mercato: per gli 
strumenti  negoziati  in  mercati  secondari  con  elevata  liquidità  tale  valutazione  è  facilmente  ottenibile 
rilevando direttamente le quotazioni di mercato degli strumenti in portafoglio, mentre per quelle negoziate in 
mercati poco liquidi e per le quali non è sempre disponibile una quotazione si rende necessaria l’applicazione 
di specifici modelli di valutazione, che consentano di ricondurre il valore di tali posizione in strumenti 
equivalenti per i quali esistano quotazioni sul mercato. 
IL NUOVO ACCORDO DI BASILEA (BASILEA II) 
Nel nuovo accordo di Basilea (chiamato anche Basilea II) vengono fissati precisi criteri per l’applicazione 
dei modelli VaR nella gestione del rischio di mercato. 
Si stabilisce, ad esempio  che l’impiego dei modelli interni del VaR è consentito alle banche che ne abbiano 
ottenuto il riconoscimento da parte dell’autorità di vigilanza. Tali modelli sono accettati solo a condizione 
che la banca posso comprovare la qualità dei risultati mediante test retrospettivi basati su dati di un anno ed 
effettuati su un campione di 20 controparti. All’interno di questo campione devono essere comprese le dieci 
controparti maggiori mentre le restanti dieci devono essere scelte a caso. 
Inoltre ogni osservazione in cui la variazione effettiva dell’esposizione eccede la stima VaR dà origine ad 
una eccezione. A seconda del numero di eccezioni nelle osservazioni riferite alle 20 controparti negli ultimi 
250  giorni,  il  risultato  del  modello  VaR  viene  maggiorato  sulla  base  di  un  moltiplicatore  il  cui  valore 
aumenta all’aumentare della violazioni.  
29 Ancora, il requisito patrimoniale sulle esposizioni azionarie le banche è fissato pari alla perdita potenziale 
ottenuta impiegando modelli interni VaR con un intervallo di confidenza unilaterale pari al 99° percentile. 
Appare quindi evidente la necessità, per l’istituzione bancaria, di adottare modelli per la stima del VaR che 
diano buoni risultati previsivi nel test retrospettivo.  
30 31 32 2.IL VAR: ASPETTI TEORICI E STATISTICI
33 34 INTRODUZIONE AL VAR 
DEFINIZIONE 
Il VaR, ovvero la massima perdita potenziale  per un livello di probabilità stabilito è quel valore che soddisfa 
la relazione:  
ܲ௧ሾܸ௧ ൑ ܸܴܽሿ ൌ ߣ
Dove:
- il periodo di detenzione (“ olding Period”); ݐ H
- ܸݐil valore della perdita in ݐ
- Ȝ il livello di significatività scelto. 
I parametri determinanti per il calcolo del VaR sono la stima della volatilità futura e delle correlazioni tra 
gli strumenti finanziari che costituiscono il portafoglio 
Nell’ipotesi  che  i  rendimenti  di  periodo  di  ciascun  titolo  si  distribuiscano  attorno  al  loro  valore  atteso 
secondo una funzione di densità normale tre sono gli elementi che concorrono alla misurazione dei rischi: il 
valore della deviazione standard,  l’intervallo di confidenza Ȝ e l’intervallo temporale di valutazione. Il 
valore della deviazione standard dei rendimenti identifica l’ampiezza dell’intervallo all’interno del quale, con 
una  determinata  probabilità,  potranno  distribuirsi  i  rendimenti  del  portafoglio;  in  altri  termini  identifica 
l’ammontare massimo che con una certa probabilità potrà esser perduto. Tanto maggiore è il valore della 
deviazione standard dei rendimenti quanto maggiore è l’ammontare massimo che a parità di probabilità di 
realizzazione potrà essere perso.
Nella scelta dell’ampiezza dell’intervallo di confidenza occorre tenere conto che la finalità dell’approccio del 
valore al rischio è quello di quantificare l’ammontate delle perdite probabili di una certa posizione. Le 
posizioni  lunghe  saranno  esposte  al  rischio  di  diminuzione  nel  prezzo  mentre  quelle  corte  al  rischio  di 
aumento nei prezzi. Di conseguenza la scelta dell’intervallo di confidenza può essere riferito a una sola coda 
della distribuzione di probabilità: per le posizioni lunghe il livello di perdita probabile potrà essere fissati 
nella  metà  sinistra  della  distribuzione,  mentre  per  le  posizioni  corte  sarà  fissato  nella  metà  destra. 
35 Naturalmente all’aumentare dell’ampiezza dell‘intervallo considerato aumenta la probabilità che i rendimenti 
realizzati siano compresi in questo intervallo. 
Infine,  rilevante  ai  fini  di  quantificazione  dei  rischi  di  mercato  è  la  scelta  dell’intervallo  temporale  di 
valutazione. All’aumentare della lunghezza del periodo di riferimento aumenta anche la probabilità di ampie 
fluttuazioni  del  prezzo  e  di  conseguenza  l’esposizione  al  rischio.  Nella  prassi  operativa  la  scelta 
dell’orizzonte temporale di valutazione in genere è riferita al grado di liquidità del mercato di riferimento 
della singola posizione. 
LA STIMA DELLA VOLATILITA’  E DELLA CORRELAZIONE 
Statisticamente la misura impiegata per rappresentare la volatilità è la deviazione standard, che misura la 
dispersione delle realizzazioni intorno al loro valore atteso.  
Se  consideriamo  un  singolo  titolo i, il  suo  rendimento  atteso ܧሺݎ௜ሻ  coincide  con  la  media  dei  possibili 
rendimenti ݎ௜ǡ௞ che si possono verificare, pesati per la probabilità ݌௞ che si realizzino: 




dove ݇ ൌ ͳǡǥǡܯ rappresentano tutti i possibili stati del mondo. 
La sua deviazione standard sarà pari a 
ߪ௜ ൌ ඥሺݎ௜ െ ܧሺݎ௜ሻሻଶ
Dove ݎ௜ indica il rendimento del titolo i-esimo. 
36 Ora  consideriamo,  invece,  un  portafoglio  di  n  titoli,  composto  associando  a  ciascun  titolo  un  peso  ݓ௜
cosicché σ ݓ௜ ൌ ͳ ௡
௜ୀଵ Ǥ Ogni titoli i è caratterizzato da un rendimento atteso, ܧሺݎ௜ሻ, e una volatilità ߪ௜.
Calcolare il rendimento atteso del portafoglio ܧሺݎ ௣ሻ è piuttosto semplice. Infatti per la linearità del valore 
atteso, ܧሺݎ ௣ሻ non è altro che una media ponderata dei rendimenti attesi dei singoli titoli: 




Invece la varianza del portafoglio ߪ௣
ଶ dovrà tenere conto, in un qualche modo, delle relazioni esistenti tra i 












dove ߪ௜௝ denota la covarianza tra il titolo i-esimo e il titolo j-esimo. 
La covarianza misura la forza della dipendenza lineare tra due variabili, se la riscaliamo dividendola per la 





ߩ௜ǡ௝ è un indice compreso tra -1 e 1. Per ottenerlo possiamo utilizzare la stima della matrice di varianza e 
covarianza delle attività che compongono il portafoglio.  
Il metodo indubbiamente più diffuso per ottenere una previsione della volatilità relativa ad un certo tempo 
futuro è quello che si basa sulla stima della volatilità passata.  
Questa misura si rivela, a volte, inadeguata per cogliere le peculiarità proprie delle serie storiche delle attività 
finanziarie. Infatti, l’ipotesi implicita nel calcolo della volatilità storica, come stima di quella futura, è che la 
variabile  della  quale  si  intende  misurare  la  volatilità  sia  caratterizzata  da  una  distribuzione  normale 
stazionaria, con media e varianza costanti, ipotesi spesso smentita dal comportamento reale delle variabili 
finanziarie perché presentano una distribuzione empirica non assimilabile a quella normale e una varianza 
che cambia nel tempo. 
37  Allo  scopo  di  stimare  la  volatilità  cercando  di  recepire  le  evidenze  empiriche  si  sono  sviluppate  altre 
tecniche:
- ARCH-GARCH  (generalized  autogressive  conditional  heteroskedasticity).  Sono 
modelli di stima della volatilità basati sugli assunti che la varianza muta nel tempo con 
fenomeni  di  volatility  clustering  (eteroschedasticità),  i  livelli  passati  della  volatilità 
influenzano i livelli futuri (autoregressivo) e le previsioni ottenute sono subordinate alle 
informazioni  disponibili  nel  periodo  precedente  (condizionale).  Sono  modelli  che 
consentono di prevedere la volatilità futura utilizzando una regressione basata sui valori 
passati della stessa volatilità; 
- Volatilità implicita: utilizzando la formula di pricing e le informazioni disponibili è 
possibile ricavare la volatilità implicita dal prezzo di mercato delle opzioni. 
38 MODELLI DI CALCOLO DEL VAR 
Esistono diversi modelli di calcolo che differiscono in particolar modo per le ipotesi che sono impliciti del 
modello e per difficoltà di implementazione. Questi metodi di calcolo possono essere raggruppati in due 
categorie:
- Modelli parametrici  
- Modelli non parametrici  
MODELLI PARAMETRICI 
Sono quella famiglia di modelli che si espletano in un algoritmo chiuso che richiede dei parametri precisi di 
input. Vengono anche definiti secondo l’approccio varianza-covarianza. Infatti il rischio viene misurato in 
utilizzando solamente i parametri di variabilità e sensibilità deriva dalle particolari ipotesi teoriche assunte 
dal modello. Per sensibilità si intende la misura dell’influsso delle variazioni dei fattori di mercato
2 sulla 
singola posizione o sul portafoglio. 
In questo approccio si distinguono i seguenti metodi principali: 
- Il metodo Portfolio-Normal
Si basa sull’ipotesi che i rendimenti di portafoglio siano distribuiti normalmente con 
media e varianza costanti.  
La distribuzione dell’intero portafoglio, in genere, è vicino ad una normale solo quando 
il portafoglio è ben diversificato e con posizioni caratterizzate da una distribuzione dei 
rendimenti ampliamente simmetrica come i crediti al consumo o i titoli azionari.  
La seconda ipotesi è che la composizione del portafoglio si mantenga costante, cosicché 
la  media  e  la  volatilità  si  possano  considerare  stabili  nel  tempo  (ipotesi  quasi  mai 
verificata empiricamente).  
                                                     
2 Per fattori di mercato intendiamo tutti quei fattori esterni che influenzano il prezzo di un’attività finanziaria. Una 
definizione più rigorosa richiederebbe l’approfondimento dei modelli teorici per i mercati finanziari come il CAPM o 
l’APT, per citare i più noti. 
39 - Il metodo Asset-Normal
Nell’approccio  Asset-Normal  la  misura  di  variabilità  dei  rendimenti  di  portafoglio 
deriva  dalla  stima  della  volatilità  dei  rendimenti  degli  strumenti  in  esso  contenuti. 
L’aggregazione dei coefficienti avviene attraverso il prodotto matriciale fra il vettore 
degli ܰ pesi e la matrice contenente gli ܰݔܰ termini di covarianza fra i rendimenti delle 
diverse posizioni.  
L’ipotesi di normalità dei rendimenti del portafoglio è mantenuta come nell’approccio 
precedente, ma è ottenuta come distribuzione congiunta tra i rendimenti condizionali 
delle ܰ posizioni e relative varianze.  
- Approccio Delta-Normal
Secondo questo metodo, la stima delle volatilità del portafoglio deriva dalle N misure di 
sensibilità fra gli N fattori di rischio. 
- Il Metodo Delta-Gamma
Il  modello  non  si  limita  a  considerare  solamente  la  derivata  prima  del  prezzo  dello 
strumento rispetto al fattore di rischio, ma considera anche l’eventuale convessità della 
relazione.
La stima del VaR attraverso gli approcci di natura parametrica richiede l’adozione di alcune ipotesi teoriche 
che in alcuni casi non sembrano adattarsi al reale comportamento delle variabili finanziarie.  
Le maggiori critiche avanzate ai modelli parametrici riguardano le ipotesi probabilistiche delle variabili in 
oggetto, in particolare, l’assunzione di distribuzione dei rendimenti di tipo normale e quindi simmetrica, e le 
approssimazioni con relazioni lineari tra attività finanziarie e fattori di mercato. Infine, ancora una volta, i 
modelli parametrici non sembrano dare una risposta soddisfacente al problema della volatilità non costante 
nel tempo.
40 MODELLI NON PARAMETRICI  
Gli approcci non parametrici che tentano di superare queste problematiche  sono la simulazione storica e la 
simulazione Montecarlo.  
- Simulazione storica  
Le variazioni del valore del portafoglio sono ottenute applicando allo stesso le variazioni 
storiche dei fattori di rischio/prezzi titoli. I valori così ottenuti opportunamente ordinati 
costituiscono  la  distribuzione  dei  rendimenti  di  portafoglio  in  un  ottica  “what  if”.
L’obiettivo  è  simulare  la  perdita  potenziale  del  portafoglio  detenuto  in  base  alle 
condizioni di rischio passate. 
- Simulazione Montecarlo 
Il metodo della simulazione Montecarlo è una tecnica numerica per la trattazione di 
problemi caratterizzati da una sostanziale intrattabilità analitica. Inoltre, ha particolare 
successo  per  risolvere  il  problema  della  rappresentazione  dei  portafogli  composti  da 
strumenti  finanziari  ad  alto  contenuto opzionale  o non  lineare  e  la  distribuzione  dei 
rendimenti del portafoglio stesso.  
Il metodo Montecarlo è una valida alternativa agli approcci parametrici nel caso in cui il 
portafoglio  comprenda  posizioni  con  andamento  di  prezzo  non  lineare.  La  seconda 
caratteristica attraente riguarda la possibilità di adattare per la generazione degli scenari 
random, distribuzioni di probabilità dei fattori di rischio non normali.  
41 Il MODELLO PER LA PREVISONE DEL VAR 
IL MODELLO DI ENGLE-BOLLERSLEV 
I rendimenti di un’attività finanziaria presentano due caratteristiche fondamentali: una volatilità variante nel 
tempo e un eccesso di curtosi rispetto alla distribuzione normale; il metodo meno sofisticato che riesce a 
tenerne  conto  è  il  modello  GARCH  proposto  da  Bollerslev  (1986),  questo  modello  è  un’evoluzione 
dell’ARCH suggerito da Engle (1982). 
Per un insieme di rendimenti equi distanziati di attività finanziarie, rt , ݐ ൌ ͳǡǥǡܶ la classe dei modelli 
ARMA(p,q)-GARCH(r,s) presenta le seguenti relazioni: 
ͳሻݎ௧ ൌ ܽ଴ ൅ ෍ܽ௜ݎ௧ି௜
௣
௜ୀଵ












Dove le zt , ݐ ൌ ͳǡǥǡܶ, sono variabili casuali standard normali indipendenti e identicamente distribuite (iid).  
L’intuizione alla base del modello è che non solo la media (condizionata) di un rendimento possa essere 
descritta in funzione del passato (attraverso un processo ARMA) ma anche la sua varianza condizionata. 
Poco dopo la sua formulazione, il modello ARMA-GARCH, soprattutto nella sua più comune specificazione 
(con ݌ ൌ ͳǡ ݍ ൌ Ͳǡ ݎ ൌ ݏ ൌ ͳ), ha mostrato la sua inadeguatezza sia nell’adattamento dentro il campione 
sia nella previsione fuori dal campione. Sono state, quindi, proposte molte vie. Gli errori non si sono più 
assunti distribuirsi come una Normale ma si è ricorsi, per esempio, ad una t di Student; per modellare 
l’effetto “leverage” (diverso impatto degli shock negativi e positivi sulla volatilità) sono stati suggeriti i 
modelli APARCH (Ding, et al.; 1993);  fino al modello EGARCH  (Nelson,1991).  
Se  da  un  lato  questi  modelli  permettono  di  migliorare,  anche  significativamente,  i  limiti  del  modello 
originario  dall’altra  richiedono  sofisticate  procedure  di  calcolo  e  conoscenze  teoriche  non  banali  che 
potrebbero mettere in difficoltà gli operatori. Per questo motivo proponiamo un metodo che stima il VaR  a 
partire da un modello AR(1)-GARCH(1,1) con errori normali sfruttando le sue semplici e ben conosciute 
42 proprietà ma che, attraverso la procedura bootstrap proposta in (Hartz, et al.; 2006), permette di correggere e 
migliorare le previsioni nel caso generale in cui l’approssimazione migliore del processo generatore dei dati 
non sia quella data da un GARCH standard. 
L’ALGORITMO BOOTSTRAP 
IL PASSO 0: PREVISIONE PUNTUALE DI ࡷࣅ
Stimare il VaR corrisponde a stimare un particolare quantile, kȜ= kȜ (h,T) della distribuzione prevista di rT+h|T
per un orizzonte temporale ݄ א ܼ (solitamente un giorno o una settimana, noi fisseremo ݄ ൌ ͳ) e a un dato 
livello di probabilità Ȝ (i cui valori usuali variano e comprendono 1% e 5%). Per fare ciò è necessario 
ottenere le distribuzioni previste di rT+h|T .  
Per prima cosa dobbiamo stimare l’ignoto vettore di parametri ߠ ൌ ሺܽ଴ǡܽଵǡܿ଴ǡܿଵǡ݀ଵሻƍ attraverso la massima 
verosimiglianza condizionata; si utilizzano le usuali condizioni e quindi, per esempio, ݎଵ  è assunto come 
valore fissato cosicché l’effettiva dimensione del campione è ܶ െ ͳ. Il valore di partenza ߪ଴
ଶ può essere preso 
sia dal valore non condizionato stimato di 
௖Ƹ బ
ଵି௖Ƹ భିௗ ෠భ
 , sia dalla varianza campionaria dei rendimenti, ma il 
secondo è preferito a causa della tendenza di ܿƸ ଵ ൅ ݀ መଵ di essere vicino o maggiore a 1. Il valore ߝ଴
ଶ è fissato 





In  aggiunta  allo  stimatore  puntuale  ߠ ෠  ,  si  considera  anche  un  insieme  di  residui  standardizzati  stimati        
ሼݖƸ ௧ሽǡ ݐ ൌ ݌ǡǥǡܶ,  definiti  come ݖƸ ௧ ൌ
ఌ ො೟
ఙ ෝ೟
 , con 
͵ሻߝƸ ௧ ൌ ݎ௧ െ ܽ ො଴ െ ܽ ොଵݎƸ ௧ିଵǡߪ ො௧
ଶ ൌ ܿƸ ଴ ൅ ܿƸ ଵߝƸ ௧ିଵ
ଶ ൅ ݀ መଵߪ ො௧ିଵ
ଶ .
La pre ision  d l VaR al -imo
Ͷሻ݇ ෠ ൌ ෠ ሻ ିଵሺߣǡߤƸ ்ାଵǡߪ ො்ାଵ
ଶ ሻ
v e e  1  passo si ottiene da 
ఒ ݇ఒሺͳǡܶ ൌ ߔ
dove ߔିଵሺߣǢߤǡߪଶሻ denota l’inversa della funzione di distribuzione cumulata di una distribuzione normale 
andar con media ߤ e varianza ߪଶ. st d 
ߪ ො்ା
ଶ   edia e della i d im ߤƸ ்ାଵ e ଵ sono semplicemente le previsioni della m  var anza  ei rend enti futuri, ricavate da 
ͷሻߤƸ ்ାଵ ൌ ܽ ො଴ ൅ ܽ ොଵݎ்ǡߪ ො்ାଵ
ଶ ൌ ܿƸ ଴ ൅ ܿƸ ଵߝƸ ்
ଶ൅ ݀ መଵߪ ො்
ଶ
dove  per߬ ൐ ܶǡݎ௧ ൌ ܧൣݎఛȁ்൧ ൌ ߤƸ ఛǡ ߝƸ ఛ ൌ ܧൣߝƸ ఛȁ்൧ ൌ
Ͳ e ߝƸ ఛ
ଶ ൌ ܧൣߝƸ ఛȁ்
ଶ ൧ ൌ ߪ ොఛ
ଶ.
43 I SUCCESSIVI PASSI: LA STIMA BOOTSTRAP DEL VaR 
Una volta ottenuto lo stimatore puntuale del VaR kȜ, è necessario disporre di (un’approssimazione della) 
corrispondente  distribuzione  campionaria.  Per  ottenerla  ricorriamo  ad  una  procedura  standard  di 
ricampionamento come descritto in Pascual (2006). 
Il bootstrap è un approccio all’inferenza statistica attraverso il quale la distribuzione di uno statistica viene  
stimata  ricorrendo  al  ricampionamento  da  una  distribuzione  approssimata.  La  scelta  standard  per  la 
distribuzione approssimata è la distribuzione empirica dei dati osservati. Inoltre, nel caso in cui un insieme di 
osservazioni può essere assunto provenire da una popolazione indipendente e di identica distribuzione, il 
metodo può essere implementato utilizzando un certo numero di ricampionamenti dei dati osservati, ognuno 
dei quali è ottenuto dal campionamento casuale con rimpiazzo dell’insieme originale. 
Se il vantaggio di ricorrere al bootstrap per ottenere stimatori  è dato dalla grande semplicità di tale metodo 
rispetto  ai  metodi  analitici  degli  un  suo  forte  limite  è  che,  tali  stimatori  pur  essendo  consistenti,  non 
forniscono generalmente garanzie per i campioni finiti. 
Attraverso il bootstrap, è possibile ottenere facilmente (da un punto di vista computazionale) una stima della 
densità  dei  rendimenti  futuri  e  della  loro  volatilità,  procurandosi,  alla  fine,  un’approssimazione  della 
distribuzione  campionaria  del predittore  puntuale ݇ ෠ఒሺ݄ǡܶሻ  nonostante questa  sia  ignota  e  analiticamente 
intrattabile.  Questa  distribuzione  sarà  utilizzata  successivamente  per  correggere  la  distorsione  della 
previsione puntuale del VaR. 
44 Passo 1 




כሽ௕ǡ ܾ ൌ ͳǡǥǡܤ, tali che ciascuna di esse mimi la struttura della s  originale.  erie
Queste serie, di lunghezza T, sono ottenute attraverso la simulazione di un AR ሺͳሻ – GARCH ሺͳǡͳሻ con 
errori normali, usando, come specificazione del modello, la stima ߠ ෠ del vettore dei parametri ottenuta al 
passo precedente, e come innovazioni, la sequenza ottenuta dall’estrazione con rimpiazzo dall’insieme dei 
residui standardizzati stimati, ሼݖƸ ௧ሽ. Il valore ߪ ොଵ
כଶ è preso uguale a ߪ ොଵ
ଶ. Inoltre per eliminare l’effetto dei valori 
iniziali, solitamente viene simulata una serie di lunghezza diܶ ൅ Ɛ, in modo tale che le prime Ɛ osservazioni 
possano essere scartate (nella nostra analisi empirica utilizziamo Ɛ ൌ ܶ).
Passo 2 
Per ciascuna serie storica simulata ݎ்
כሺ௕ሻ, stimiamo un modello ARሺͳሻ-GARCHሺͳǡͳሻ con errori normali per 
ottenere la stima QML del vettore dei parametri ߠ ෠ሺ௕ሻ.
Passo 3 
Usando le serie originali ሼݎ௧ሽ e la stima bootstrap del vettore dei parametri ߠ ෠ሺ௕ሻ, ricaviamo B sequenze di 
ߝƸ
ሺ௕ሻ e di ߪ ො
ଶሺ௕ሻ attraverso le formule   ௧ ௧
ߝƸ
ሺ௕ሻ ൌ ݎ െ ܽ ො
ሺ௕ሻ െ ܽ ො
ሺ௕ሻݎ௧ି ǡ  ௧ ௧ ଴ ଵ ଵ 
ߪ ො௧
ଶሺ௕ሻ ൌ ܿƸ ଴












ሺ௕ሻሺͳǡܶሻ ൌ ߔିଵ ቀߣǢߤƸ ்ାଵ
ሺ௕ሻ ǡߪ ො்ାଵ
ଶሺ௕ሻቁ  ,     dove  ߤƸ ்ାଵ
ሺ௕ሻ ൌ ܽ ො଴
ሺ௕ሻ ൅ ܽ ොଵ
ሺ௕ሻݎ், ߪ ො்ାଵ
ଶሺ௕ሻ ൌ ܿƸ ଴






er ottenere quest’ultimo ricorriamo a 
sono calcolati in un modo simile alla 5).  
45 CORREZIONE DELLA DISTORSIONE NELLE PREVISONI DEL VaR 
Unendo  l’originale  previsione  del  VaR  ݇ ෠ఒሺ݄ǡܶሻ ൌǣ݇ ෠
ఒ
ሺ଴ሻሺ݄ǡܶሻ  alle  B  previsioni  del  VaR  bootstrap 
݇ ෠
ఒ
ሺ௕ሻሺ݄ǡܶሻǡܾ ൌ ͳǡǥǡܤ possiamo ottenere una distribuzione empirica della stima puntuale di ݇ఒ.










dove ࣠ è la funzione indicatrice.
Abbiamo finalmente ricavato l’approssimazione della distribuzione del VaR necessaria per correggere la 
distorsione presente nelle previsioni del VaR ottenute dal GARCH con errori normali. 
Sfruttando il fatto che il VaR è per definizione legato ad un certo livello di confidenza, il cuore della nostra 
procedura di correzione risiede nel trovare il quantile della distribuzione approssimata del VaR per il quale le 
frequenze osservate delle violazioni coincidono (per quanto sia possibile) con il livello di errore prefissato e 
quindi, tollerabile. 
Consideriamo eccezioni, i rendimenti realizzati che sono inferiori o uguali alla previsione del VaR. Per un 
dato livello di probabilità Ȝ e in un intervallo temporale compreso tra ߟଵ e ߟଶ, la frequenza osservata delle 




ቀିǡ௞ ෠ሺ௧ሻቁሺݎ௧ା௛ሻǡ݇ ෠ሺݐሻ ൌ
ఎమ
୲ୀఎభ ݇ ෠ఒሺ݄ǡݐሻ.
Se  la  frequenza  osservata  è  minore  o  maggiore  del  prefissato  livello  di  rischio  Ȝ,  le  previsioni  VaR  
sovrastimato o sottostimato il rischio. 
Per fare ciò, per ciascun livello Ȝ, ordiniamo in maniera decrescente le stime puntuali del VaR ottenute 
dall’algoritmo,݇ ෠
Ȝ
ሺ௕ሻሺͳǡݐሻ, e l’originale previsione, ݇ ෠
Ȝ










la sequenza così ottenuta, di lunghezza ሺܤ ൅ ͳሻ.
46 Trovare il quantile corretto della distribuzione del VaR, è equivalente a determinare il massimo indice b,
chiamato b*,  tale che la frequenza osservata delle violazioni sia inferiore o uguale allo specifico livello di 
rischio Ȝ.
Per rendere operativo ciò,  implementiamo una procedura a finestra mobile, la quale, coinvolgendo  un 
fissato numero, detto L, di distribuzioni precedenti,  calcola il quantile appropriato per la previsione al tempo 
T del rischio di mercato all’ 1-esimo passo. L’utilizzo della finestra mobile permette di tollerare un certo 
grado di errore corrispondente ancora una volta al nostro livello di confidenza Ȝ.








La sovrastima (o sottostima) del livello di rischio è solo una conseguenza dell’uso di un B e un L finiti, che 
portano ad avere un limitato numero di replicazioni bootstrap utilizzabili per la stima della distribuzione del 
VaR e un limitato numero di distribuzioni precedenti del VaR.  
La scelta di L è piuttosto soggettiva ed è basata sul “trade-off” tra distorsione e varianza, risultante dal fatto 
che il processo generatore dei dati è, come ci si aspetta, variabile nel tempo. Seguiamo l’indicazione di Hartz 
et al. (2006) fissando L=250.
47 LA VERIFICA DEI RISULTATI OTTENUTI 
In statistica è necessario per valutare la bontà di un metodo, metterlo “alla prova” conducendo delle analisi 
empiriche.  
Per fare questo mettiamo “in competizione” oltre al metodo di stima del VaR con un semplice AR(1)-
GARCH(1,1) con errori normali e a quello proposto, il metodo bastato su un t-AR(1)-GARCH(1,1). Per 
visi del aR a da  quest’ultimo, la pre one   V  è dat
݇ ෠ఒ ൌ ݇ ෠ఒሺͳǡ ߤƸ ்ାଵ ൅ ߤƸ ்ାଵܨ௧
ିଵሺߣǢݒ ොሻ, ܶሻ ൌ
dove ܨ௧
ିଵሺߣǢݒ ොሻ è l’inversa della funzione di distribuzione cumulata della distribuzione t con ݒ (stimati) gradi 
di libertà e una varianza standardizzata pari a 1. 
Per le previsione del VaR ad un passo in avanti (h=1), ݇ ෠ఒሺͳǡݐሻ, e per i rendimenti osservati ݎ௧ାଵ, la sequenza 
ool che indica la presenza o l’assenza di violazioni del VaR è definita da:  B eana 
ܫ௧ାଵ ൌ ࣠
ቀ ǡ௞ ෠ഊ ௧ሻቁሺݎ௧ାଵሻ,
ି ሺଵǡ
con ܶଵ ൌ σ ܶ௧ାଵ
்
௧ୀଵ   numero di violazioni e ܶ଴ ൌ ܶ െ ܶଵ numero di non violazioni, la probabilità empirica di 





Seguendo  Christoffersen  (2003)  confrontiamo  i  modelli  testando  l’ipotesi  nulla  secondo  la  quale,  se  il 
odello è corretto, la sequenza delle violazioni ܫ௧ାଵ è un processo Bernoulliano, ovvero  m
ܪ଴ǣܫ௧ାଵ̱௜௜ௗܤ݁ݎ݊݋ݑ݈݈݅݅ሺߣሻǤ
Per testare l’ipotesi nulla di indipendenza e di correttezza dobbiamo procedere in due tempi. 
Per prima cosa è necessario testare se in media il numero di violazioni è corretto ovvero se la probabilità 
osservata di errore è uguale a quella specificata. Per farlo, noi ricaviamo  il valore della verosimiglianza di 
݁ݎ݊݋ ݈݈݅݅ r ula:  una sequenza i.i.d di ܤ ݑ ሺߣሻ dalla fo m
ܮሺߣሻ ൌ ς ሺͳ െ ߣሻଵିூ೟శభߣூ೟శభ ൌ ሺͳ െ ߣሻ்బߣ்భ ்
௧ୀଵ .
48 S o s n a  e  ߣ መ sia uguale a ߣ, il valore della verosimiglianza è dato semplicemente da  otto l’ip te i  ull ch
ܮ൫ߣ ෡൯ ൌ ሺͳ െ ߣ ෡ሻ்బߣ ෡்భ.





La statistica test ܮܴ௨௖ sotto l’ipotesi nulla si distribuisce asintoticamente come un ߯ଶ con 1 grado di libertà. 
Il p-value associato a questa statistica è calc lat o o come 
ܲ ௨௖ ൌ ͳ െ ܨఞభ
మሺܮܴ௨௖ሻǡ
dove ܨఞభ
మ denota la funzione di ripartizione di un ߯ଶ con 1 grado di libertà; se il p-value è inferiore al livello 
di significatività desiderato, noi rifiutiamo l’ipotesi nulla. 
Ma  non  basta  sapere  che  il  campione  presenta  in  media  un  corretto  numero  di  violazioni  per  essere 
soddisfatti, poiché si potrebbe verificare che tutte le violazioni (pur inferiori al livello di accettazione) sono 
concentrate in un certo punto dell’intervallo di previsione nel quale le previsioni non hanno alcun valore. 
Questo è ancora più vero dal momento che per le attività finanziarie sono frequenti fenomeni di clustered 
volatility.
 E’ quindi necessario vagliare un test che porti a rifiutare un VaR con violazioni a grappolo. Seguendo 
Christoffersen (1998),  l’indipendenza sarà testata contro un’esplicita dipendenza descritta da una sequenza 
di Markov del primo ordine. Consideriamo una catena di Markov del primo ordine
3, ሼܫ௧ሽ, con matrice di 
probabilità di transizione 
ȁଵ ൌ ൤
ͳ െ ߣ଴ଵ ߣ଴ଵ
ͳ െ ߣଵଵ ߣଵଵ
൨ǡ
dove ߣ୧୨ ൌ ሺܫ௧ାଵ ൌ ݆ȁܫ௧ ൌ ሻ. La funzione di verosimiglianza approssimata di questo processo è: 
ܮሺȁଵሻ ൌ ሺͳ െ ߣ଴ଵሻ௧బబߣ଴ଵ
௧బభሺͳ െ ߣଵଵሻ௧భబߣଵଵ
௧భభǡ
                                                     
3 Proprietà fondamentale di un processo di Markov del primo ordine è che solo l’oggi influenza il domani e non tutti i 
giorni precedenti. 
49 dove ݐ௜ǡ௝ indica il numero di osservazioni con valore i seguito da j.
La stima di ܮሺȁଵሻ è molto semplice, infatti, basta sostituire ai valori ignoti semplicemente le proporzioni 


















Possiamo ora testare l’ipotesi che la sequenza sia indipendente notando che 
Ȧଶ ൌ ቂͳ െ Ɏ Ɏ
ͳ െ Ɏ Ɏ
ቃǡ
corrisponde all’indipendenza. La verosimig a z ’ipotesi nulla diventa  li n a sotto l
ܮ ଶሻ ൌ ሺͳ െ Ɏሻ௧బబା௧భబɎ୲బభା୲భభǢ ሺȁ
la stima di massima verosimiglianza di Ɏ è: 
Ɏ ෝ ൌ
ݐ଴ଵ ൅ ݐଵଵ
ݐ଴ଵ ൅ ݐଵଵ ൅ ݐଵ଴ ൅ ݐ଴଴
Ǥ





che si distribuisce come un ߯ଶ con 1 grado di lib or ond nte p-value è dato da:  ertà. Il c risp e
ܲ௜௡ௗ ൌ ͳ െ ܨఞభ
మሺܮܴ௜௡ௗሻǤ
50 Poiché questo test non tiene conto, naturalmente, della correttezza in media delle violazioni dobbiamo ora 
vagliare un test congiuntamente i risultati dei due test precedenti. 
Facciamo ciò ricorrendo alla seguente identità (d ata sempre in Christoffersen (1998))  imostr
ܮܴ௖௖ ൌ ܮܴ௨௖ ൅ ܮܴ௜௡ௗǢ
il p-value di quest’ultimo test sarà uguale a:  
ܲ ௖௖ ൌ ͳ െ ܨఞమ
మሺܮܴ௖௖ሻǤ
Sceglieremo quindi il modello basandoci sul confronto dei p-values di questi tre test. 
51 52 3.ANALISI EMPIRICA
53 54 IL PROGRAMMA  
Per svolgere le analisi empiriche si è utilizzato S-PLUS®,  un programma commerciale (ma è disponibile 
una licenza per studenti) per l’ analisi statistica avanzata che implementa il linguaggio di programmazione S. 
Pur essendo presente la semplice interfaccia a menù a tendine si è utilizzata l’interfaccia a comandi che 
permette una grande personalizzazione delle procedure operative. 
Inoltre, poiché molte operazioni si sono rivelate computazionalmente intensive si è sfruttata la modalità di 
esecuzione BATCH che ha permesso di ridurre drasticamente il tempo necessario al loro completamento. 
I DATI 
Per testare il metodo precedente abbiamo scelto di utilizzare due serie storiche di rendimenti riferiti a due 
indici azionari: il DAX30 e il MIBTEL. Il primo raccoglie le blue chips del mercato tedesco mentre il 
secondo è l’indice principale del mercato azionario italiano. 
Il primo rendimento del campione preso in esame si riferisce per il MIBTEL al 4 gennaio 2000 mentre per il 
DAX30 al 6 febbraio 1991; entrambe le serie hanno una lunghezza di T=1000. Mentre per l’indice tedesco si 
è utilizzato un periodo di previsione P=2000 per l’indice italiano si è utilizzato un periodo di previsione 
P=1000. 
I RENDIMENTI: GRAFICI E STATISTICHE DI BASE 





dove ܲ௧ indica il prezzo di chiusura del titolo (in questo caso dell’indice) al tempo t.
Presentiamo ora i grafici dei rendimenti e i grafici della volatilità stimata, quest’ultima ricavata nel modo più 
semplice, prendendo cioè, il valore ass u   g ሻ: ol to de li scarti dalla media (ߤƸ ௧
ߪ௧ ൌ ȁݎ௧ െ ߤƸ ௧ȁ݌݁ݎݐ ൌ ͳǡǥǡܶǢ
dove T indica il numero dell’ultima osservazione del campione scelto. 
55 Il Grafico 1 ci suggerisce, per quanto riguarda il DAX30, un aumento della volatilità dei rendimenti nel 
periodo di previsione rispetto a quello di stima e per quanto riguarda il MIBTEL, il contrario. A ragione di 
ciò ci si attende che per il DAX30 il VaR sottostimi il livello di rischio mentre per il MIBTEL lo sovrastimi. 
Ciò è confermato anche dalle statistiche di base, infatti nella Tabella 1 possiamo notare come per il DAX30 






















































































In verde i rendimenti e le stime della volatilità riferiti al periodo di stima mentre in viola quelli riferiti al periodo di previsioni 
56          Periodo di stima Periodo di previsione
   Media       0.03398619            0.02136241 
  Minimo      -9.87091634           -6.65223025 
 Massimo       4.30449441            7.55267552 
Varianza       0.98885800            2.63526194 
         Periodo di stima Periodo di previsione
   Media      -0.03605878            0.04709476 
  Minimo      -7.71231274           -3.87886439 
 Massimo       6.83176157            2.15425127
Varianza       1.90839468            0.51934588
Tabella 1 
Statistiche di base riferite sopra al DAX30, sotto al MIBTEL 
57 LA STIMA DEL MODELLO AR(1)-GARCH(1,1) CON ERRORI NORMALI 
I correlogrammi delle funzioni di correlazione totali e parziali
4 dei rendimenti e dei quadrati dei rendimenti 















































































































ACF e PACF per i rendimenti e per i rendimenti al quadrato del DAX30 
                                                     
4 La funzione di autocorrelazione globale (ACF): ߩ௧ǡ௧ା௞ ൌ ߩ௞ ൌ
ఊೖ
ఊబ
݇ ൌ Ͳǡേͳǡേʹǡǥ  è un indice delle relazioni 
lineari esistenti tra coppie di variabili casuali componenti il processo stocastico prese con uno sfasamento pari a k. Per 
tenere conto del fatto che la correlazione tra due variabili può essere dovuta anche alla correlazione con una terza 



















































































































ACF e PACF per i rendimenti e per i rendimenti al quadrato del MIBTEL 
I  correlogrammi  dei  rendimenti  sembrano  suggerirci  sia  per  il  DAX30  sia  per  il  MIBTEL,  poiché  non 
mostrano persistenza ad alcun ritardo, che la media possa non essere modellata da un processo ARMA. Per 
quanto riguarda i rendimenti al quadrato, per il DAX30 le funzioni di autocorrelazione totale e parziale non 
suggeriscono la modellazione di un GARCH mentre per il MIBTEL sì. 
Per quanto riguarda il DAX30, questi risultati uniti all’altissimo (0.95) p-value del ARCH test ci inducono a 
temere che la modellazione della serie storica con un AR(1)-GARCH(1,1) fornirà risultati non brillanti. 
59 Invece per quanto riguarda il MIBTEL il p-value dell’ARCH test pari a 0 suggerisce l’utilità di modellare la 
serie storica con un AR(1)-GARCH(1,1). 
I coefficienti stimati del modello per il DAX non sono statisticamente significativi per quanto concerne la 
media dei rendimenti, mentre per quanto riguarda la varianza sono diversi da zero ad un livello di confidenza 
del 5% ( ma non del 1%). Mentre tutti i coefficienti stimati del modello per il MIBTEL sono statisticamente 
significativi:
           Value Std.Error t value Pr(>|t|)
       C 0.02477   0.03208  0.7723  0.44012 
   AR(1) 0.05558   0.03633  1.5298  0.12638 
       A 0.10375   0.04193  2.4743  0.01351 
 ARCH(1) 0.04389   0.01941  2.2615  0.02394 
GARCH(1) 0.84757   0.05946 14.2545  0.00000 
            Value Std.Error  t value   Pr(>|t|)
       C -0.01544   0.03725  -0.4143 6.787e-001 
   AR(1) -0.03590   0.03646  -0.9846 3.250e-001 
       A  0.03472   0.01357   2.5582 1.067e-002 
 ARCH(1)  0.09356   0.01256   7.4469 2.067e-013 
GARCH(1)  0.88715   0.01643  54.0004 0.000e+000 
Tabella 2 
Stima dei coefficienti del modello AR(1)-GARCH(1,1) con errori normali.  
Rispettivamente per il DAX30 e per il MIBTEL
Per il DAX30 sia il test di Jarque-Bera
5 sia quello di Shapiro-Wilk ci suggeriscono di rifiutare l’ipotesi di 
normalità dei residui mentre la statistica di Ljung-Box ci permette di escludere l’ipotesi di autocorrelazione 
sia dei residui standardizzati (ad un livello del 5% ma non del 10%) sia dei residui standardizzati al quadrato. 
Per il MIBTEL, invece, l’ipotesi di normalità viene rifiutata per il test di Jarque-Bera ma non per quello di 
Shapiro-Wilk
6. La statistica di Ljung-Box
7 ci permette di escludere l’ipotesi di autocorrelazione  dei residui 
                                                     
5 Il test di Jarque-Bera verifica congiuntamente l’ipotesi che sia la curtosi sia la simmetria possano assumersi come 
normali. 
6 Il test di Shapiro-Wilk è considerato il più potente per la verifica dell’ipotesi di normalità specialmente per piccoli 
campioni. Funziona confrontando una stima non parametrica della varianza con la varianza campionaria. 
7 Il test di Ljung-Box verifica l’assenza complessiva di correlazione basandosi sulla seguente statistica: 
60 standardizzati  ma  non  dei  residui  standardizzati  al  quadrato;  questo  potrebbe  comportare  la  presenza  di 
effetti ARCH (come del resto le funzioni ACF e PACF ci inducevano a pensare).
Normality Test: 
--------------------------------------------------------------
 Jarque-Bera P-value Shapiro-Wilk P-value
       10598       0       0.9564       0 
Ljung-Box test for standardized residuals: 
--------------------------------------------------------------
 Statistic P-value Chi^2-d.f.
     19.81 0.07073         12 
Ljung-Box test for squared standardized residuals: 
--------------------------------------------------------------
 Statistic P-value Chi^2-d.f.
    0.2766       1         12 
Normality Test: 
--------------------------------------------------------------
 Jarque-Bera    P-value Shapiro-Wilk P-value
       51.98 5.156e-012       0.9861  0.4025 
Ljung-Box test for standardized residuals: 
--------------------------------------------------------------
 Statistic P-value Chi^2-d.f.
     11.52   0.485         12 
Ljung-Box test for squared standardized residuals: 
--------------------------------------------------------------
 Statistic  P-value Chi^2-d.f.
     28.63 0.004472         12 
Tabella 3 
Test di normalità e test di Ljiung-Box per i rendimenti e per il loro quadrato del modello AR(1)-GARCH(1,1) con errori normali.
Rispettivamente per il DAX30 e per il MIBTEL
                                                                                                                                                                               




௞ୀଵ , dove m è il numero di autocorrelazioni prese in esame. Sotto l’ipotesi nulla Q(m) si 
distribuisce come una߯௠ି௣ି௤
ଶ  dove p e q sono gli ordini dell’ARMA. 
61 LA CORREZIONE DELLA DISTORSIONE 
UN PROBLEMA … 
Il secondo passo della procedura di ricampionamento bootstrap proposta da (Hartz C., 2006) richiede di 
stimare  un  modello  AR(1)-GARCH(1,1)  per  ciascuna  delle  serie  storiche  simulate  ݎ ௧
ሺ௕ሻ.  Implementando 
operativamente  questo  passaggio  ci  siamo  accorti  che  l’utilizzo di  500  serie  provoca  la  stima  di  alcuni 
modelli che presentano una varianza non finita data la già ricordata tendenza di ൫ܿƸ ଵ ൅ ݀ መଵ൯ ad essere prossimo 
ad 1 annullando il denominatore della formula della varianza non condizionata facendola tendere all’infinito. 
Inoltre la negatività di ܿƸ ଴ o del citato denominatore possono rendere tale varianza negativa e quindi senza 
senso.
Una varianza non condizionata tendente all’infinito comporta il fatto che le previsioni del VaR , per un 
intervallo  di  previsione  di  P=2000,  tendano  ad  essere  molto  alte  (in  valore  assoluto).  Questo  permette 
sicuramente di ridurre il numero di violazioni, ma si generano valori che difficilmente hanno un qualche 
significato economico. 
… E UNA POSSIBILE SOLUZIONE 
Per  risolvere  questo  inconveniente  proponiamo  di  simulare  al  primo  basso  dell’algoritmo  bootstrap non 
B=500 serie storiche ricampionate bensì 1500. Successivamente le serie i cui coefficienti originano una 
varianza condizionata non finita o negativa verranno scartate. 
Per esempio per la s ri  DAX30  prendendo 1500 replicazioni bootstrap otteniamo i seguenti problemi:  e e del
- 1 serie con ܿƸ ଴ ൑ Ͳ
- 672 serie con  ൏ Ͳ ܿƸ ଵ
- 376 serie co ݀ መ n ଵ ൏ Ͳ
- 1 serie con ሺܿƸ ଵ ൅ ݀ መଵሻ ൐ ͳ;
con dalla nostra procedura di controllo ricaviamo 570 serie “corrette” che possono essere utilizzate per la 
previsione del VaR. 
62 Invece per la seri de  M EL, sempre prendendo 1500 replicazioni bootstrap otteniamo:  l IBT
- 0 serie con ܿƸ ଴ ൑ Ͳ
- 690 serie con  ൏ Ͳ ܿƸ ଵ
- 353 serie co ݀ መ n ଵ ൏ Ͳ
- 0 serie con ሺܿƸ ଵ ൅ ݀ መଵሻ ൐ ͳ;
e 597 serie corrette. 
LE DISTRIBUZIONI STIMATE DEL VAR 
Possiamo ottenere ora le stime delle distribuzioni del VaR. 
Osservando i grafici 4 e 5 notiamo come per il DAX30 a ݌ ൌ ͳ, l’originaria previsione  ݇ ෠
Ȝ
ሺ଴ሻ si discosti dalla 
mediana  della  funzione  di  distribuzione  per  tutti  i  livelli  di  significatività,  mentre  a  ݌ ൌ ܲ ൌ ʹͲͲͲ,  si 
avvicina sensibilmente. Al contrario per il MIBTEL l’originale previsione si discosta sensibilmente dalla 
mediana della funzione di densità in entrambi i punti di previsione. 
63 Stima della densità del VaR del DAX a p=1







Stima della densità del VaR del DAX a p=2000







Stima della densità futura del VaR del DAX30.  
I diversi colori corrispondono ai diversi livelli di rischio prefissato (Ȝ)
mentre le rette verticali corrispondono alla stima puntuale ݇ ෠
Ȝ
ሺ଴ሻ
64 Stima della densità del VaR del MIBTEL a p=1








Stima della densità del VaR del MIBTEL a p=1000






Stima della densità futura del VaR del MIBTEL.  
I diversi colori corrispondono ai diversi livelli di rischio prefissato (Ȝ)
mentre le rette verticali corrispondono alla stima puntuale ݇ ෠
Ȝ
ሺ଴ሻ
65 VIOLAZIONI: I TRE MODELLI A CONFRONTO 
Possiamo ora confrontare il numero di violazioni ottenute con i tre diversi metodi: 
AR(1)-GARCH(1,1) con errori normali, t- AR(1)-GARCH(1,1) e il metodo proposto in questo lavoro. 
Aggiungiamo un quarto modello di controllo ottenuto calcolando le violazioni sulla serie di previsioni del 






,  definita  nel  precedente  capitolo.  Per  ogni  livello  di  rischio  ߣ,  la  sequenza  ordinata 
corrisponde ad una matrice con (B+1) righe e P colonne. Poiché le previsione del VaR sono disposte in 
maniera crescente, la prima riga conterrà, ovviamente, la sequenza di previsioni più funeste mentre l’ultima 
riga conterrà le previsioni più ottimiste. 
L’utilità di inserire nel raffronto anche quest’ultimo modello sta nel fatto che forniscono un’indicazione di 
limite entro il quale la nostra procedura di correzione della distorsione non può andare. 
Per il DAX30, poiché,come abbiamo visto, il periodo di previsione presenta un aumento della volatilità, 
verranno prese le violazioni del VaR peggiori mentre per il MIBTEL verranno prese quelle migliori. 
            AR-GARCH normale t AR-GARCH  L=250  Check
lambda 0.01           0.0745     0.0365 0.0310 0.0300 
lambda 0.02           0.0930     0.0615 0.0445 0.0380 
lambda 0.03           0.1060     0.0810 0.0580 0.0500 
lambda 0.04           0.1210     0.0945 0.0730 0.0615 
lambda 0.05           0.1325     0.1045 0.0795 0.0685 
lambda 0.06           0.1420     0.1180 0.0955 0.0800 
lambda 0.07           0.1510     0.1305 0.1015 0.0845 
lambda 0.08           0.1605     0.1420 0.1120 0.0940 
lambda 0.09           0.1725     0.1495 0.1200 0.1015 
lambda 0.10           0.1790     0.1600 0.1265 0.1060 
            AR-GARCH normale t AR-GARCH L=250 Check
lambda 0.01            0.003      0.001 0.008 0.012 
lambda 0.02            0.003      0.003 0.020 0.022 
lambda 0.03            0.005      0.003 0.025 0.026 
lambda 0.04            0.008      0.004 0.027 0.027 
lambda 0.05            0.011      0.007 0.031 0.031 
lambda 0.06            0.016      0.011 0.034 0.034 
lambda 0.07            0.021      0.016 0.039 0.039 
lambda 0.08            0.023      0.019 0.044 0.044 
lambda 0.09            0.025      0.023 0.049 0.049 
lambda 0.10            0.026      0.024 0.053 0.053 
Tabella 3 
Violazioni dei tre modelli in competizione più modello di controllo. Rispettivamente per il DAX30 e per il MIBTEL
66 Per  quanto  riguarda  il  DAX30  osserviamo  che  l’ipotesi  di  sottostima  del  livello  di  rischio  trova  pieno 
riscontro nella tabella  3. Inoltre non vi è un grande miglioramento nel modello t-AR(1)-GARCH(1,1), al 
contrario  la  procedura  di  correzione  della  distorsione  proposta  fornisce  una  successione  di  violazioni 
abbastanza  conformi  al  livello  di  rischio  prefissato  benché  sia  ancora  presente  una  sua  sottostima.  La 
procedura  conferma  il  suo  successo  anche  se  raffrontata  al  modello  di  controllo  perché  i  valori  non  si 
distanziano troppo. 
 Per  quanto  riguarda  il  MIBTEL,  abbiamo  una  situazione  capovolta:  infatti  i  modelli  suggeriscono  una 
sovrastima del rischio. Anche in questo caso l’utilizzo della t di Student non implica un miglioramento 
significativo, mentre la procedura di correzione della distorsione offre buoni risultati. E’ inoltre interessante 
notare  che  al  crescere  del  livello  di  rischio  Ȝ,  diminuisce  la  distanza  tra  le  violazioni  del  modello  con 
correzione della distorsione e modello di controllo benché ci sia una notevole distanza tra livello di rischio 
prefissato e livello di rischio stimato. 
67 LA VERIFICA DEI RISULTATI OTTENUTI 
Nel secondo capitolo abbiamo presentato alcuni test utili per confrontare i modelli. In particolare abbiamo 
visto che per testare l’ipotesi nulla che le violazioni si distribuiscano come un processo Bernouilliniano 
dobbiamo prima verificare che le violazioni siano in media corrette e che siano indipendenti. 
LA CORRETTEZZA IN MEDIA DELLA VIOLAZIONI 
           Normal AR-Garch    t AR-GARCH L=250 AR-GARCH      CHECK
lamba 0.01   3.966849e-011 0.00115704421     0.00750103 0.01030798 
lamba 0.02   1.641334e-009 0.00016114357     0.01697450 0.07019786 
lamba 0.03   3.464998e-008 0.00008656924     0.02105592 0.08999576 
lamba 0.04   1.078943e-007 0.00016787032     0.01653971 0.10695571 
lamba 0.05   5.276756e-007 0.00051408778     0.04786133 0.20268456 
lamba 0.06   2.715236e-006 0.00058669175     0.02874536 0.20387041 
lamba 0.07   1.082223e-005 0.00073492145     0.06612642 0.38312731 
lamba 0.08   2.965010e-005 0.00101025076     0.07714768 0.42620732 
lamba 0.09   4.170344e-005 0.00244787989     0.11305849 0.53275723 
lamba 0.10   1.481965e-004 0.00331892890     0.17787083 0.75391030 
           Normal AR-Garch    t AR-GARCH L=250 AR-GARCH       CHECK
lamba 0.01   1.914550e-001 6.643002e-002    0.741932701 0.757988321 
lamba 0.02   1.670008e-002 1.670008e-002    1.000000000 0.824052708 
lamba 0.03   4.234735e-003 1.380033e-003    0.633448872 0.704525207 
lamba 0.04   1.720621e-003 2.112598e-004    0.265907413 0.265907413 
lamba 0.05   6.712567e-004 1.020711e-004    0.139377538 0.139377538 
lamba 0.06   5.514842e-004 7.050388e-005    0.060543856 0.060543856 
lamba 0.07   4.085519e-004 6.463113e-005    0.037024058 0.037024058 
lamba 0.08   1.058118e-004 2.412373e-005    0.022648643 0.022648643 
lamba 0.09   2.694033e-005 1.297347e-005    0.013833328 0.013833328 
lamba 0.10   4.667516e-006 2.172971e-006    0.006976824 0.006976824 
Tabella 4 
P-values del test che verifica l’ipotesi nulla di corretto numero di violazioni. Rispettivamente per il DAX30 e per il MIBTEL
Sia per il DAX30 sia per il MIBTEL l’ipotesi nulla viene rigettata per il modello AR-GARCH con errori 
normali o con errori distribuiti come una t di Student. Per quanto riguarda il terzo modello, quello di nostro 
interesse, i p-values migliorano drasticamente benché al livello di significatività dell’1% rifiutiamo l’ipotesi 
nulla 1 volta sia per il DAX che per il MIBTEL, mentre al 5% la rifiutiamo 5 volte per il DAX e 4 volte per 
il MIBTEL. Il  modello di confronto non dà risultati differenti per quanto riguarda il MIBTEL mentre per 
quanto riguarda il DAX riduce ad una volta sola il rifiuto dell’ipotesi nulla al livello del 5% mentre al livello 
del  1%  accetta  ܪ଴  in  tutti  i  casi.  Possiamo  concludere  affermando  che  il  metodo  di  correzione  della 
distorsione offre violazioni che sono significativamente più corrette in media di quelle dei due precedenti 
modelli ma visto da solo non ci può fare affermare con certezza che sia un buon modello.
68 L’IPOTESI DI INDIPENDENZA
           Normal AR-Garch   t AR-GARCH L=250 AR-GARCH
lamba 0.01     0.001461863 0.0002532845   0.0005470897 
lamba 0.02     0.003973125 0.0037610377   0.0067528559 
lamba 0.03     0.005413790 0.0028337242   0.0082172100 
lamba 0.04     0.003353456 0.0066008901   0.0509303228 
lamba 0.05               0 0.0032197241   0.0357255870 
lamba 0.06               0 0.0039818912   0.0561532800 
lamba 0.07               0            0   0.2006997356 
lamba 0.08               0            0   0.1329511847 
lamba 0.09               0            0   0.0604821903 
lamba 0.10               0            0              0 
           Normal AR-Garch t AR-GARCH L=250 AR-GARCH
lamba 0.01       0.8930599  0.9642937      0.0496052 
lamba 0.02       0.8930599  0.8930599      0.4134625 
lamba 0.03       0.8225386  0.8930599      0.6539433 
lamba 0.04       0.7193006  0.8576750      0.7575702 
lamba 0.05       0.1061280  0.7532852      0.9682672 
lamba 0.06       0.2528220  0.1061280      0.4593679 
lamba 0.07       0.4586209  0.2528220      0.2664508 
lamba 0.08       0.5537378  0.3701461      0.4570421 
lamba 0.09       0.6539433  0.5537378      0.1186762 
lamba 0.10       0.7054358  0.6033068      0.2089485 
Tabella 5 
P-values del test che verifica l’ipotesi nulla di indipendenza delle violazioni. Rispettivamente per il DAX30 e per il MIBTEL. 
Per quanto riguarda l’ipotesi di indipendenza abbiamo, come si nota nella tabella 5, risultati differenti nelle 
due serie in esame. 
Per il DAX30 il metodo che utilizza la correzione della distorsione offre un netto miglioramento nei p-values
rispetto al metodo standard e a quello basato sul t-AR(1)-GARCH(1,1). Questo miglioramento comporta 
però l’accettazione dell’ipotesi nulla solo per 5 livelli di rischio ad un livello di confidenza del 5% e per 6 
livelli ad un livello dell’1%. 
Invece prendendo in esame il MIBTEL, accettiamo l’ipotesi nulla per tutti i livelli di rischio (ad eccezione di 
Ȝ=0.01) per tutti e tre i metodi. Si nota addirittura una riduzione dei p-values nel metodo da noi proposto 
rispetto agli altri due. 
Possiamo formulare un’ipotesi che spieghi questo risultato discordante per le due serie.  Come  abbiamo 
sottolineato fin dall’inizio, la serie del MIBTEL è caratterizzata dall’avere una volatilità inferiore nel periodo 
di previsione rispetto al periodo campionario utilizzato per la stima dei modelli. La serie del DAX30 presenta 
invece la situazione opposta. Questo fatto comporta, come abbiamo visto, un numero elevato di violazioni 
69 per il DAX30 (superiore al livello accettato) e uno ridotto per il MIBTEL. Potremmo quindi essere indotti a 
pensare che, poiché questo test valuta l’indipendenza temporale delle violazioni, in presenza di un numero 
elevato  di  eccezioni  tenda  a  rifiutare  l’ipotesi  nulla  mentre  in  presenza  di  un  loro  numero  ridotto,  sia 
propenso ad accettare ܪ଴.
L’IPOTESI CONGIUNTA 
           Normal AR-Garch    t AR-GARCH L=250 AR-GARCH
lamba 0.01   2.123191e-012 6.314338e-006   0.0000713155 
lamba 0.02   2.010543e-010 1.217020e-005   0.0014762020 
lamba 0.03   5.162463e-009 5.233981e-006   0.0021253147 
lamba 0.04   1.005024e-008 2.103296e-005   0.0084164555 
lamba 0.05               0 3.132114e-005   0.0155685592 
lamba 0.06               0 4.297487e-005   0.0147700765 
lamba 0.07               0             0   0.0815155440 
lamba 0.08               0             0   0.0678235353 
lamba 0.09               0             0   0.0489220884 
lamba 0.10               0             0              0
           Normal AR-Garch    t AR-GARCH L=250 AR-GARCH
lamba 0.01    0.4222199496 0.18534206670     0.13784925 
lamba 0.02    0.0565377289 0.05653772892     0.71575944 
lamba 0.03    0.0163208841 0.00594514160     0.80719601 
lamba 0.04    0.0068907030 0.00102796449     0.51349827 
lamba 0.05    0.0008341704 0.00050125393     0.33514222 
lamba 0.06    0.0013330056 0.00010062447     0.13068977 
lamba 0.07    0.0014722492 0.00017781667     0.06129137 
lamba 0.08    0.0004572107 0.00008981139     0.05646177 
lamba 0.09    0.0001348081 0.00006236295     0.01430713 
lamba 0.10    0.0000260371 0.00001173577     0.01192866 
Tabella 6 
P-values del test che verifica l’ipotesi nulla congiunta. Rispettivamente per il DAX30 e per il MIBTEL. 
Sia per quanto riguarda la serie del DAX30 sia per quella del MIBTEL, il test di verifica congiunta delle 
ipotesi di correttezza in media delle violazione e di loro indipendenza ci porta a scegliere il modello basato 
sul metodo di correzione bootstrap. Il miglioramento in termini relativi dei p-values è evidente benché in 
termini assoluti accettiamo l’ipotesi nulla (ad un livello dell’1%) solo per 5 livelli di rischio per il DAX30. 
Al contrario per il MIBTEL, accettiamo sempre ܪ଴ ad un livello dell’1%. 
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Dopo aver presentato gli strumenti di natura economica e statistica necessari fondamentali per circoscrivere 
l’argomento, l’obbiettivo principale di questo lavoro era spiegare l’importanza della metodologia del valore 
al rischio e testare un metodo per la sua stima che fosse semplice da implementare e da utilizzare  per gran 
parte degli operatori ma che al tempo stesso fornisse risultati validi. 
I  risultati  dell’analisi  empirica  sono  incoraggianti  infatti  le  previsioni  del  VaR  ottenute  con  il  modello 
standard  (  AR(1)-GARCH(1,1)  )  corrette  utilizzando  una  procedura  bootstrap  si  sono  dimostrate  le  più 
buone. Infatti il numero delle violazioni si è avvicinato al livello prefissato e tutti i test di verifica hanno dato 
p-values migliori. 
Tuttavia, il metodo proposto ha mostrato un limite evidente nel non riuscire a dare una risposta soddisfacente 
all’incremento (DAX30) o alla diminuzione (MIBTEL) della volatilità che si sono verificati nel periodo 
utilizzato per la previsioni rispetto al periodo preso a campione per effettuare le stime dei modelli.   
Inoltre  l’implementazione  pratica  si  è  mostrata  particolarmente  laboriosa  e,  da  un  punto  di  vista 
computazionale, costosa. Il tempo medio richiesto per l’elaborazione dei dati, in procedura BATCH che 
abbiamo visto permette una riduzione dei tempi, ha richiesto circa 20872.9 secondi pari a poco meno di 6 ore 
su un processore a 2 GHz con 2 GB di RAM. 
Riteniamo, per tutte queste ragioni, che il metodo proposto possa considerarsi un ottimo punto di partenza e 
che quindi debba essere migliorato per arrivare a esiti che siano indiscutibilmente positivi. 
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